Leonhard Euler

nel bicentenario della morte

Ritratto

Figlio di un pastore protestante e amico di
famiglia dei celebri fratelli matematici e fisici
Jakob e Johann Bernouilli, il piccolo Leo-
nardo Eulero" compie i primi passi in mate-
matica sotto la guida di Johann, insieme ai
figli di quest’ultimo: Niklaus e Daniel.

A tredici anni si iscrive alla facolta di filosofia
e di teologia dell’Universita di Basilea, dove
quattro anni dopo ottiene il «Magisterwiir-
de» (una sorta di licenza in filosofia).

Un inizio, come si vede, molto promettente.
Vi si aggiunga una grande passione per la ri-
cerca matematica e uno spiccato interesse
per i problemi filosofici.

L’influenza del padre (pure lui pastore) e pro-
babiimente anche gli studi di teologia lo avvi-
cinano a quei pensatori che nel ‘700 cercano
la dimostrazione dell’esistenza di Dio attra-
verso la scoperta di leggi universali che reg-
gono i fenomeni naturali. Eulero & particolar-
mente affascinato dal «Principio della mini-
ma azione», enunciato dal fisico Pierre-
Louis Moreau de Maupertuis, che lo fonda
su basi essenzialmente teologiche. Secondo
Maupertuis, le leggi del comportamento del-
la materia rivelano la perfezione della crea-
zione divina. ll principio della minima azione,
che riprende e amplia il « Principio del tempo
minimo» di Fermat (riferito solo alla propa-
gazione dei raggi di luce), secondo questa
concezione, non & solo una legge fisica, ma
anche la prima prova scientifica dell’esisten-
za di Dio.

Questa apertura verso il «deismo scientifi-
cox» costa ad Eulero qualche frecciatina da
parte di suoi contemporanei illustri. Si ricor-
da quella direttagli da Voltaire, che lo defini-
sce «un uomo capace di riempire sessanta
pagine di calcoli per ottenere un risultato, al
quale ci si puo arrivare in poche righe con un
minimo di riflessione in pil».

Ma Eulero non merita di certo questa cattiva
allusione. Egli sta lavorando con gran fervo-
re aila costruzione del nuovo Calcolo (il cal-
colo infinitesimale) e moito spesso nei suoi
trattati da pit importanza allo strumento,
che non ai risultati raggiunti.

L'opera di Eulero concernente il calcolo infi-
nitesimale & senz'altro ia piu importante del
XVill secolo.

A tale proposito giova ricordare che ['analisi
matematica (termine moderno che com-
prende appunto il caicoio infinitesimaie) ini-
zia la sua evoluzione nel XVIi secolo (non se
ne abbiano a male i grecil) grazie all'impulso
di menti iluminate come Cavaiieri, Torricelli,
Fermat, Pascal, Wallis e altri ancora. La se-
conda tappa fu dettata particolarmente da
Newton e Leibniz, i quali diedero al nuovo
metodo di calcolo un basamento sufficien-

1 Nel testo il nome del grande matematico del
XVIil secolo ricorre sempre nella forma italianiz-
zata e cioé Leonardo Eulero, conformemente alla
prassi.

temente solido, anche se ancora moito pri-
mitivo. Si pensi ad esempio che lo stesso
Leibniz considerava la nozione di «numero
di tutti i numeri interi» — oggi diremmo il car-
dinale di un insieme numerabile - in sé con-
traddittoria e quindi da rifiutare.

Alla terza tappa, quella della costruzione ve-
ra e propria del Calcolo, contribuisce in mo-
do determinante Eulero insieme a gente co-
me Taylor, Stirling, Moivre, D’ Alambert, Le-
grange, Laplace, Legendre (personaggi che
lo studente di oggi conosce aimeno di nome
gia al liceo).

La quarta tappa, quella dei fondamenti teori-
ci dell’analisi matematica, si sviluppera poi
nel secolo XIX in parte anche nel nostro se-
colo, attraverso I'opera di Gauss, Cauchy,
Dirichlet, Riemann, Bolzano, Weierstrass,
Hermite, Abel, Cantor, Dedekind e altri an-
cora. Gli ultimi tre citati contribuirono in mo-
do determinante ad eliminare le residue diffi-
colta teoriche grazie allo sviluppo della teoria
degli insiemi.

Ma I'opera di Eulero (si veda anche il punto
3.) fa scuola ancora oggi, soprattutto per la
genialitd con la quale egli tratta le quantita
infinitamente grandi: le stesse ripudiate da
Leibniz ed anche dal grande Gauss, che an-
cora nel secolo XIX ebbe a dire «protesto
contro l'uso di una grandezza infinita, che
non & mai lecito in matematican!

Molti metodi usati da Eulero vengono oggi
rivalutati e ripresi dall’analisi non-standard
(una teoria che ha poco piu di dieci anni di
vita e che forse arrivera anche nelle nostre
scuole, sostituendosi all’analisi dell’«epsi-
lon» basata sul concetto di continuita).
Attraverso i suoi lavori di analisi, Eulero in-
troduce il concetto di funzione, dandole un
significato analitico. E I'inizio dell’evoluzio-
ne di un concetto matematico universale.
Nella sua «Introduzione all’analisi infinitesi-
male» (1748) definisce cosi la funzione: «una
funzione di quantita variabile & un’espressio-
ne analitica composta, in qualunque modo,
di questa quantita e di numeri, o di quantita
costanti».

Circa cento anni dopo, Dirichlet definira la
funzione parlando di variabili dipendenti e
indipendenti, che prendono valori in deter-
minati insiemi. Infine Dedekind nella sua
opera del 1878 « Was sind und was sollen die
Zahlen» definira la funzione come applica-
zione {(proprio come la si definisce oggi nelle
nostre scuole).

Per tornare ad Eulero, la sua definizione per-
mette ai matematici di operare un salto qua-
litativo decisivo, senza il quale ben difficil-
mente avrebbero potuto inserirsi Dirichlet e
Dedekind.

Col suo concetto di funzione, per esempio,
Eulero opera il passaggio dai rapporti trigo-
nometrici definiti in un triangolo rettangolo
alle funzioni trigonometriche, come si stu-
diano oggi al liceo.

Sempre nel campo dell’analisi si ricorda Eu-
lero per aver battezzato il numero «e» ed an-

Leonhard Euler - Da un dipinto del Museo di Mo-
naco.

che per essersi occupato a fondo delle fun-
zioni y=¢€* e y=Inx, la cui importanza
nell’analisi & conosciuta da tutti.

Ma |'opera di Eulero spazia anche al di fuori
dell’analisi.

Ne! primo periodo russo e in quello successi-
vo trascorso a Berlino la sua febbrile attivita
lo porta ad occuparsi praticamente di tutti i
campi della matematica, cosi come di mec-
canica, di costruzioni navali, di ottica, di fisi-
ca delle onde sonore, di aerostatica (I'anno
in cui mori, il 1783, vi fu la prima ascensione
pubblica senza passeggeri dell’aerostato ad
aria calda dei fratelli Montgolfier), e I'elenco
potrebbe continuare.

In Eulero inoltre (e questo & per lo pili scono-
sciuto) si.puod vedere una bella figura di pe-
dagogista. | suoi manuali sono un modello di
chiarezza e di sintesi, i suoi trattati scientifici
non sembrano scritti per pochi scienziati,
anzi fra le righe trapela sempre lo sforzo di
chiarire e di semplificare per essere capito.
Significativa a questo riguardo & I'introdu-
zione dei diagrammi di « Eulero-Venny», per
rappresentare gli insiemi, che egli usa so-
prattutto per concretizzare determinate pro-
posizioni logiche (come si fa oggi nelle no-
stre scuole).

Ancora a questo proposito gli storiografi
raccontano che il vecchio Eulero, tornato
definitivamente a Pietroburgo, ormai com-
pletamente cieco, detta in tedesco al suo
amico e sarto basilese I'«Introduzione com-
pleta all’algebra», dandoci un’ulteriore di-
mostrazione della sua sensibilitd pedagogi-
ca: non si ritiene soddisfatto del testo, se
non quando constata che I'amico-sarto-scri-
vano ha capito perfettamentel

1. Il teorema di Eulero
sui poliedri

Un poliedro e, per dirlain parole povere, una
figura solida (o un solido, se si preferisce)
delimitata da facce piane. Tra i poliedri piu
comuni riconosciamo i prismi (fra i quali i pa-
rallelepipedi) e le piramidi.



Biografia essenziaie di Leonardo Eulero (1707-1783)

1703 ['architetto ticinese Domenico Trezzini inizia la costruzione di Pietroburgo su incarico
dello zar Pietro il grande. La citta diverra la seconda patria di Eulero.

1707 nasce Leonardo Eulero a Rishen, nel canton Basilea.

1724 ottiene all'Universita di Basilea il « Magisterwiirde» in filosofia.

1727  arriva in Russia, chiamato dall’ Accademia di Pietroburgo.

1730 & nominato professore di fisica.

1733 & nominato professore di matematica, sempre all’ Accademia di Pietroburgo.

1736 pubblica il trattato sulla meccanica «Mechanica sive motus scientia analytica
expositan.

1741 lascia Pietroburgo e accetta un posto all’ Accademia di Berlino, dove rimarra per 26 an-
ni.

1744 pubblica un manuale sul caicolo delle variazioni dal titolo « Methodus inveniendi lineas
curvas maximi minimive proprietate gaudentes», nel quale riassume tutte le conoscen-
ze fino ad allora acquisite.

Pubblica inoftre un trattato di astronomia « Theoria montuum planetarum et cometa-
ums».

1748 pubblica «introductio in analysin infinitorum».

1755 pubblica «Institutiones calculi differentialis».

1758/ pubblica in tre volumi «lnstitutiones calculi integralis».

1760

1760/ pubblicain « Lettere a una principessa tedesca» un’opera di divulgazione delle principali

1762 conoscenze della fisica del XVIil secolo.

1766/ torna definitivamente a Pietroburgo. Riprende e completa le pubblicazioni delie sue « In-

1770  troduzione all’analisi infinitesimale», «Istituzioni del calcolo differenziale» e «Istituzioni
del calcolo integrale».

1770  pubblica il manuale «Introduzione completa all’algebray, in lingua tedesca.

1771  pubblica il manuale di ottica « Dioptrik», pure in tedesco.

1773  muore la moglie.

1783 il 18 settembre muore Leonardo Eulero, dopo aver ancora parlato con i famigliari dell’or-

bita del pianeta Urano, scoperto da Herschel due anni prima.

Per essi vale il teorema di Eulero, ciog: Tetraedro
spigolo vertice
faccia
|
I
/7
e
0l
se v 8il numerodi vertici
s &il numero di spigoli v=4 s=6, f=4

f @il numero di facce
allora vale la formula
v-s+f=2(#)

Verifichiamo il teorema per qualche solido:
Parallelepipedo (vedere fig. 1)

sostituendo in (*) si ha
4-6+4 =2, la formula & verificata.

Piramide di base un poligono di n lati
v=n+1,s=2n,f=n+1
sostituendo in (+) si ha

v=8,5=12, f=6

sostituendo in (*) si ha

8-12+6 = 2, la formula & verificata.
Prisma di base un pofigono di n lati
v=2n,s8=3n,f=n+2

sostituendo in (#) si ha
2n-3n+n+2=2, la formula & verificata.
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n+1-2n+n+1=2, la formula & verificata.

Bene: a questo punto pud essere interessan-
te conoscere un po’ la storia del teorema.

Diciamo subito che Eulero non jo dimostra,
o meglio, gli storiografi dicono che la dimo-
strazione di Eulero & incomprensibile. Co-
munque Eulero impiega pil volte il teorema.

Vediamo un esempio.

fig. 3

Questa figura rappresenta un pezzo di su-
perficie di un poliedro qualunque. Ogni fac-
cia @ un poligono. Vi possono essere facce
triangolari, quadrangolari, pentagonali, ecc.
Sianozq, 25, z3, ..., Zleffaccedel poliedro,
ciascuna delle quali, ordinatamente, ha

ny, N, Ng, ..., g lati.

Eulero sapeva gia, come i nostri allievi di
scuola media dovrebbero sapere, che se un
poligono ha n lati, la somma dei suoi angoli
interni (intendo delle rispettive misure} &
{n—2).180°, anzi Eulero usa gia i radianti e
scrive per la faccia z

v
zo=n-2)-T=nm-27
e quindi in totaie sull’intero poliedro

f f f
P =2 b
2y 3 =2 nr - T
f
=TiSin - 27t

Ma, poiché ogni spigolo di un poliedro ap-
partiene a due facce,
f

i=1n=2s
e sostituendo nell’ ultimo risultato otteniamo
Za=27s-27 f=(s-f) 27

f
doveZ a sta per i§1 (%a)-

A questo punto Eulero sfrutta la sua formula
v-s+f=2 dalla quale ricava s-f=v-2
e conclude con la formula Za=(v-2) 27
che ci puo anche lasciare indifferenti, anche
se contiene gia un dato interessante: la som-
ma degli angoli dipende solo dal numero dei
vertici.

Se non ché la stessa fu gid conosciuta da
Cartesio, circa cento anni prima. Forse Car-
tesio conosceva gia anche la formula di Eu-
lero!

La prima dimostrazione chiara del teorema
di Euiero & di Legendre e si situa circa cin-
quant’anni dopo la morte di Eulero.

Pud essere interessante per il lettore avere
un’idea della classe di poliedri che verificano
la formula di Eulero. In essa troviamo tutti i
poliedri convessi, ciog quelli che possiedono
guesta proprieta:

se A e B sono due punti qualsiasi all'interno
del poliedro, allora anche il segmento AB &
completamente ail’interno del poliedro.
Esempio: parallelepipedi e tetraedi sono so-
lidi convessi.



Controesempi:
Solido a)

fige 4

Solido b)

| S

fige 5

Il lettore a questo punto & sufficientemente
motivato a fare qualche calcolino. Potra cosi
accorgersi che il solido a), pur non essendo
convesso, verifica la formula di Eulero, men-
tre il solido b), pure non convesso, non lave-
rifica.

La dimostrazione di Legendre consiste nel
proiettare il poliedro, da un suo punto inter-
no, sulla superficie di una sfera che lo contie-
ne. Ogni solido che si pud proiettare (proie-

La Cattedrale di Basilea - Particolare di una
stampa a colori di F. Kaiser, del 1798.

zione intesa come applicazione biunivoca)
sulla superficie di una sfera verifica quindi la
formula di Eulero.

Pud anche essere interessante osservare
che, ancora circa cinquant’anni dopo la di-
mostrazione di Legendre, un altro matema-
tico svizzero, Jakob Steiner, trova una nuo-
va dimostrazione corretta della formula di
Eulero, basata sulla proiezione del poliedro
su di un piano.

Ecco come Steiner proietta un cubo:

centro di proiezione

-

L

}

piano di

proiezione//

Si racconta che, la domenica, gli abitanti di
Konigsberg solevano passeggiare, facendo
il giro dei guartieri A, B, C, D. La domanda
che tutti avevano sulla bocca in questa occa-
sione era semplice: «& possibile trovare un
percorso che permetta, partendo da casa
propria, di passare per tutti i quartieri attra-
versando una sola volta ogni ponte?».

Eulero tradusse questo problema in un gra-
fo, facendo diventare i quartieri A, B, C, D

grafo del cubo

fig. 6

L'immagine del cubo & cosi un grafo, cioé un
insieme di punti (vertici) uniti da segmenti
(spigoli). In piti & anche un grafo planare
(cio& & possibile disegnarlo in modo che isoli
punti d’incontro degli spigoli siano i vertici).
Ogpni vertice del poliedro ha perimmagine un
vertice del grafo, ogni spigolo del poliedro
ha perimmagine uno spigolo del grafo e ogni
faccia, tranne quella superiore, corrisponde
auna faccia (oregione) del grafo. Laformula
di Eulero per il grafo planare risulta cosi mo-
dificata:

v-s+f=1

ed & appunto questa formula che Jakob
Steiner ha dimostrato. (Vedi fig 6)

2. La teoria dei grafi

Gli storici fanno risalire I'origine di questa
teoria al famoso problema dei ponti della cit-
ta di Kénigsberg (oggi Kaliningrad, citta rus-
sa che si affaccia sul golfo di Danzica), che &
attraversata dal fiume Pregolja, che include
due isole, come mostra lo schizzo seguente.

altrettanti vertici e i ponti altrettanti spigoli,
come mostra la figura 8.

C

B fig. 8

Problema: trovare un cammino che percorra
ciascuno spigolo una e una sola volta. Que-
sto cammino si dice oggi «cammino di Eu-
lero».

Eulero costata e in seguito dimostra che il
problema & risolvibile se il grafo & connesso
(cio& ogni vertice & collegato con ogni altro
vertice da almeno una successione di spigoli




consecutivi) e se in ogni vertice del grafo vi
confluisce un numero pari di spigoli (si dice
anche che ogni vertice ha grado pari).

Esempi: (fra parentesi il grado di ogni ver-
tice).

D(2) c(2)
1 ]

£ p— B
A(2) B(2)
fig. 9
S(4)
T(4) i )
P(4) Q(4)
fig. 10

Questi due grafi sono anche ciclici, ciog i
cammini di Eulero partono da un punto e ar-
rivano ancora in quel punto.

Esistono perd anche grafi non ciclici, i cui
cammini iniziano da un punto P e terminano
inunpuntoQ # P.

Per questi grafi vale il teorema seguente:
«un grafo connesso non ciclico possiede un
cammino di Eulero C(P,Q) seesolose Pe Q
sono gli unici vertici di grado dispari».
Esempi: (fra parentesi il grado dei vertici)

0(2) N(3)
—

—e
M(2)

—
L(3)

cammino di Eulero :
&,1)
fige 11
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I(2)

K(4) H(4)

F(3)

cammino di Eulero

& (7,6)

G(3)

fig. 12

Controesempio:

Il grafo dei ponti di Konigsberg (vedere fig.
8). Come il lettore pud facilmente costatare,
vi sono tre vertici di grado 3 e uno di grado 5.
1 bravi cittadini di Kdnigsberg non avrebbero
mai potuto fare della loro passeggiata... un
cammino di Eulero.

A questo punto il lettore pensera che Eulero
si sara anche divertito con questi giochi, ma

noi, uomini dell’era dell'informatica, cosa ce
ne facciamo di una simile teoria?

Senza escludere il piacere che si pud ancora
trovare giocando coi grafi, & doveroso dire
che la teoria viene applicata in parecchi cam-
pi. Si pensi ai problemi connessi alla viabilita
di una cittd moderna, ai problemisui traspor-
ti, a quelli relativi ai circuiti elettronici, dove
I'impiego della teoria dei grafi permette di
semplificare risoluzioni estremamente com-
plesse, cid che & oggi essenziale per la loro
realizzazione.

3. Un contibuto di Eulero
all’analisi matematica

Eulero parte dalla formula di Moivre (1730):
cosnz=_‘_[(cosz+isenz)“ £
2

(cos z-isen z)“] = cos" z—(g) cos"2z

sen?z + ("';)cos"*zsen4 Z—+...

@ scrive:

«sit arcus z infinite parvus; erit cos z=1,
sen z = z; sit autem n numerus infinite ma-
gnus, ut sit arcus zn finitae magnitudinis,
putanz=v
cosv = 1—ﬁ+_vi— + ... ecc.»

21 41
Con simili ragionamenti arriva agli sviluppi

senv= v—_V3+ﬁ— * awe
31 5l
d’=1—+v-+!£4—ii+ S
21 3!

Questi sviluppi li usano anche gli studenti di
oggi, al liceo. Ma nei licei scientifici si arriva
anche alla forma di Eulero per un numero
complesso.




Punto di partenza & la forma trigonometrica
di un numero complesso:

asse
immaginario

(numero

complesso)

Z
r

X

asse reale

fig. 13

z = r(cosx + isenx), r & il modulo, x I'argo-
mento.

Sostituendo gli sviluppi in serie trovati da
Eulero si ottiene:

z=r(1-2+%_+ )
41

21
+irx-2 +X_ 4 )
3! b5l

=r{l+ix-2- 0 4+ 4+ 08 _ )
21 3! 4] 51

e sapendo che
jan+1 = i, i4n+2=_1’ i4"+3=—i, i4n =1
con n numero naturale, si pud scrivere
z=r(1+ (i) + (X2 4 (xP® 4 )

21 3!

ossia, tenendo conto dello sviluppo di v,
con v = ix, si conclude

che & la forma di Eulero per un numero com-
plesso.

Grazie a questa formula si pud scrivere ad
esempio:

r{cosx + isenx) = relX

ciod  cosx+ isenx = e

e sostituendo aila x il valore :

cost +isenw =¢T
ciod -1 +i-0=¢T
infine ~1 = & T (2x)

Ebbene questa & una relazione, a dir poco,
clamorosa, che mostra da sola come possa
essere accattivante anche la ricerca mate-
matica.

Grazie all’'opera geniale di grandi pensatori,
frai quali si pud ben dire che spiccail genio di
Leonardo Eulero, & possibile arrivare a mo-
menti di altissima sintesi, dei quali la relazio-
ne (**) costituisce un modesto esempio, ma
pur sempre significativo.

Si pensi insomma che la relazione (+*) colle-
ga in modo genialmente semplice guattro
numeri famosi:

Funita negativa, il numerc «e»

(definito come lim  (1+ 1)),

n-»00 n
il numero «i» (detto unita immaginaria e de-
finito come VT ),
e infine il numero « & », che tutti riconosco-
no come |'archimediano rapporto fra la cir-
conferenza e il relativo diametro.
Come dire: ventitre secoli di storia del pen-
siero matematico condensati in una formula
semplicissimal

Gianfranco Arrigo
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